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This paper classifies sets of class (0, 1, n, q + 1) in PG(d, q) with 3 < n <q - 1, 
whose intersection with some plane is the complement of a maximal arc. 
1. INTRoDUC~~N 
Les ensembles de classe (0, 1, n, q + 1) d’un espace projectif PG(d q) 
d’ordre q ont ktk ktudits dans [4,5] pour les valeurs n = 2 et II = q, respec- 
tivement. Dans [6], nous avons abordk l’ttude de tels ensembles pour 
3 ( n < q - 1. Nous y montrons que, selon la nature de leurs sections planes, 
ils se rkpartissent en deux familles distinctes. Nous classons ici l’une de ces 
deux familles: celle des ensembles de classe (0, 1, n, q + 1) de PG(d, q), dont 
l’intersection avec un plan de l’espace est le compkment d’un arc maximal. 
Nous retrouvons, en particulier, un rksultat de M. Tallini-Scafati [7]. 
2. DEFINITIONS ET R~JLTATS PR~LIMINAIRES 
Soit P = PG(d, q) l’espace projectif de dimension d et ordre q = ph. Nous 
dksignons par (X) la variktti linkaire de P engendrke par un ensemble X de 
points de P. 
Soit Q un ensemble de points de P. L’ensemble Q est dit de classe 
(0, 1, n, q + 1) si toute droite de P rencontre Q en 0, 1, n ou q + 1 points. Un 
tel ensemble est de classe (0, 1, n, q + 1) &ns P si (Q) = P. Si toute droite 
rencontre Q en au moins un point, alors Q est dit de classe (1, n, q + 1). 
Remarquons que si q = 2, tout sous-ensemble de P est de classe 
(0, 1, n, q + 1). Nous supposerons done toujours q > 2. Nous supposerons 
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Cgalement qu’il existe une droite rencontrant Q en n points, les ensembles de 
classe (0, 1, q + 1) &ant les variCtCs linhires de P. 
Deux points distincts a, b de Q sont adjacents si la droite ab est contenue 
dans Q; nous Ccrivons a N b et nous convenons que tout point de Q est 
adjacent A lui-m6me. Si a n’est pas adjacent i 6, nous bcrivons a C b. Le 
voisinage Q, d’un point a est l’ensemble des points de Q adjacents A a. Un 
point a de Q est point double de Q si a est adjacent B tout point de Q, c’est-A- 
dire si Q, = Q. Si Q posside un point double, Q est dit degene’re. Une droite 
tangente i Q est une droite de P qui rencontre Q en un seul point ou y est 
incluse, une vraie tangente i Q est une droite rencontrant Q en un seul point, 
une s&ante A Q est une droite non contenue dans Q qui rencontre Q en plus 
d’un point, une droite exterieure P Q est une droite ne rencontrant pas Q. 
Les ensembles de classe (0, 1, n, q + 1) de PG(2, q) qui contiennent une 
droite sont nkessairement de classe (1, n, q + 1). 11s sont classh par M. 
Tallini-Scafati [7]. 
LEMME 1. Si K est un sensemble de classe (1, n, q + 1) de PG(2, q) qui 
contient une droite de PG(2, q) alors K est Pun des suivants: 
(i) le plan PG(2, q); 
(ii) un faisceau de n droites concourrantes; 
(iii) la reunion dun {(n - l)(q + 1) + 1, n - 1 }-arc K’ (K’ est un arc 
maximal) et dune droite exten’eure d K’; 
(iv) le complement dun ((q - n)(q + 1) + 1, q - n + 1 }-arc (ce dernier 
est Pgalement un arc maximal). 
La d&termination de tels ensembles se ram&e done A celle d’arcs 
maximaux du plan. Or un arc maximal n’existe que si le cardinal de son 
intersection avec une droite &ante divise l’ordre du plan. D&s lors, un 
ensemble de type (iii) n’existe que si n - 1 divise q. Par conskquent, si 
q =ph, on a: 
n=p’+ 1 avec 0 < 1< h. (1) 
De m&me, un ensemble de type (iv) n’existe que si q - n + 1 divise q. Par 
conslquent, si q =ph, on a q - n + 1 =p”, avec 0 < 1’ < h, s’est-i-dire: 
n = p”(ph-t’ - 1) + 1 avec 0 < I < h. (2) 
Mentionnons enfin que le cardinal d’un ensemble de type (iii) vaut 
nq -q + n, celui d’un ensemble de type (iv), nq + n et qu’un ensemble de 
type (iv) ne posdde aucune vraie tangente. 
272 C.LEFEVRE-PERCSY 
2. RBSULTAT PRINCIPAL 
Dans cette section, nous dlterminons les ensembles de classe 
(0, 1, n, q + 1) de P qui contiennent un ensemble plan de type (iv) mais 
aucun ensemble de type (iii). 
LEMME 2. Soit Q un ensemble de classe (0, 1, n, q + 1) dans 
P=PG(3,q), avec 3<n<q- 1, rencontri par un plan suivant le 
compl6ment K dun arc maximal. Alors Q possdde une vraie tangente. 
Dkmonstration. Supposons que Q ne posside pas de vraie tangente. Dans 
ce cas, par le Thtorkme 1, toute section plane de Q contenant une droite est 
soit un plan, soit le compltment d’un arc maximal. (Les ensembles de type 
(iii) sont exclus, car ceux-ci posstdent une vraie tangente). De plus, toute 
section plane de Q doit contenir une droite de P = PG(3, q): en effet, si Q 
&ait rencontri par un plan suivant un arc K’, cet arc K’ serait 
nicessairement maximal (K’ ne peut posslder de tangente) et done n divise 
9 = Ph, ce qui contredit (2). Calculons de deux manikres diffkrentes le 
cardinal de Q. 
(a) Soient A une s&ante i Q et a, les plans de P par A. Par ce qui 
prC&de, ai n Q est le compldment d’un arc maximal et done 
1 Ql = n + (q + l)(nq + n - n), c’est-&dire 
IQl=n(q2+q+0 (3) 
(b) Soit A’ une droite contenue dans Q et a{ les plans de P,(q) par A’. 
DCsignons par A le nombre de plans a: contenus dans Q et par ,U le nombre 
de plan a; rencontrant Q suivant le compkment d’un arc maximal. On peut 
calculer le cardinal de Q comme suit. 
/Ql=q+ 1 +L(q’+q+ 1 -q- l)+,u(nq+n-q- 1) 
avec L+p=q+ 1. 
Done 
lQl=(q+ l)(nq+n-q)+L(q*+q+ 1 -nq-n). 
De (3) et (4), on tire 
(4) 
A= 4* + 4 - w 
(42+q-nq)-(n-l) 
d’oli, il vient 
n-l =1-L n-l 
4* + 9 - w q q-n+l’ 





1 =p” -mph-‘+ 1 
Ph * 
Par consequent, ph = A[ ph-‘(p’ - 1) + 11, ce qui est impossible car 
ph-‘(p’ - 1) + 1 n’est pas divisible par p. 
LEMME 3. Soit Q un ensemble de classe (0, 1, n, q + 1) dans 
P = PG(d, q), avec d > 3 et 3 < n < q - 1, rencontri par un plan suivant le 
compltfment K dun arc maximal et soit A une vraie tangente ci Q. Si q > 4, 
alors un plan par A ne peut rencontrer Q suivant un arc de ce plan. 
Dt!monstration. Supposons qu’il existe un plan Q par A coupant Q 
suivant un arc K’ engendrant a. Disignons par a le point de tangence de A et 
soit B une droite s&ante a K’ ne passant pas par a. Les n droites (a, b), oti 
b E B n K’, sont des s&antes. Puisque chacune d’elles rencontre K’ en n 
points, on a done n(n - 1) + 1 < IK’ ]. Mais l’arc K’ admet une tangente en 
a. Done, d’apris un resultat de Hubaut [3], IK’ I< q fi+ 1. On en diduit 
n(n- l)<qdi (5) 
d’oti en tenant compte de (2), on tire (p” -p’+ l)p’(ph-’ - 1) < pNZth 
c’est-i-dire pzh-‘- 2ph +p’ +ph-’ - 1 <P~*+~-‘. En negligeant le terme 
positif p’ +ph-’ - 1, on obtient ph-’ < pNZ-’ + 2. Posons m = h - 1. On a 
m>l. Comme h/2-l<h-l-l=m-1, onobtientpm(pm-I+2 avec 
m>l. D’otip”-‘(p-1)<2. Ce ci ne peut etre rbalisi que si p = 2, m = 1, 
c’est-a-dire si q = 2h et n = 2h-’ + 1. Mais, pour ces valeurs, la condition (5) 
s’lcrit 2h-1(2h-1 + 1) < 2N2+h, c’est-a-dire 2N2-2 + l/(/z/2 + 1) < 1; ceci ne 
peut itre realise que pour h < 4, c’est-a-dire si q = 4, n = 3 ou si q = 8, 
n = 5. Le cas q = 4 est exclu par les hypotheses. Supposons done q = 8 et 
n = 5. Alors la condition (5) donne 21 Q IK’I Q @+ 1, c’est-a-dire 
21 < 1 K’ I< 23. Or, comme K’ est un (k, 5 }-arc, 1 K’ I = 1 + 14. Done le 
cardinal k de K’ vaut necessairement 21. Calculons de deux maniires 
differentes le nombre de paires (b, A}, ou b est un point n’appartenant pas i 
K’ et A une vraie tangente a K’ en a, dans le plan (K’). 
(a) Le nombre de &antes a K’ par un point a de K’ est 5; par cond- 
quent, le nombre de tangentes a K’ en a vaut 4. Le nombre total de tangentes 
a K’ est done 2 1 . 4 = 84. Des lors, le nombre de paires {b, A } ci-dessus vaut 
84. 8 = 672. 
(b) Le nombre de points n’appartenant pas a K’ est 73 - 21 = 52. Mais 
par un point b n’appartenant pas a K’, il passe p tangentes a K’ et ] K’ I = 
p + 5v; done, puisque IK’ 1 = 21 et ,B Q 9, le nombre de tangentes i K’ par b 
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vaut 1 ou 6. Par consequent, le nombre de paire {b, A } ci-dessus vaut au plus 
52 . 6 = 312. On a ainsi obtenu une contradiction: ii ne peut exister de 
(21,5 }-arc K’, ce qui achtve la demonstration du lemme. 
THBOR~ME 1. Soit Q un ensemble de classe (0, 1, n, q + 1) dans 
P = PG(d, q), avec d 2 3 et 3 < n < q - 1, rencontre’ par un plan suivant le 
complement K d’un arc maximal. Si q > 4 et si Q ne contient pas densemble 
plan de type (iii), alors Q est degenere et Q est la reunion des droites 
joignant les points de K aux points dune varitftt! lineaire de dimension d - 3 
gauche au plan de K. 
Demonstration. (1) P rouvons le theoreme pour d = 3. Soit A une vraie 
tangente a Q en un point a de Q. @‘existence de A decoule du Lemme 2.) 
Montrons que a est un point double de Q. Soit B #A une droite par a. 
Considerons le plan (A, B). Si (A, B) n Q contient une droite de Q, alors, 
par le lemme 1, l’intersection (A, B) r‘l Q est un sensembe (ii) ou (iii), a 
moins qu’elle ne soit reduite a une droite. Comme les ensembles de type (iii) 
sont exclus, (A, B) n Q est necessairement une droite ou un faisceau de n 
droites et done B est tangente a Q. Si (A, B) n Q ne contient pas de droites 
de Q, alors, par le Lemme 2, l’ensemble (A, B) n Q ne peut engendrer 
(A, B). Si (A, B) n Q se reduit au point a, alors B est evidemment tangente i 
Q. Supposons done que (A, B) n Q soit un ensemble de n points align&. 
Comme la section K ne posstde ni droite extetieure, ni vraie tangente, (A, B) 
rencontre le plan de K suivant une s&ante a Q qui n’est autre que 
(A, B) n Q. Des lors, a appartient a K. Mais alors, par ce qui precede, toute 
droite par a non situee dans le plan de K est une tangente. L’ensemble Q est 
done la reunion de K et d’un faisceau de droites Ai par a. Un plan (Ai, C), 
ou C est une s&ante a K par a, rencontre alors Q suivant la reunion de 
C n Q et de droites par a. Or (Ai, C) n Q est de classe (0, 1, n, q + 1). Nous 
avons done une contradiction avec le Lemme 1. 
(2) Dimontrons le theortme pour d > 3. Montrons que Q est degenere. 
Soit S une variete lineaire de P,(q) engendrle par K et un point de Q -K. 
Par le Lemme 2, S n Q admet dans S une vraie tangente A en un point a. 
Montrons que a est point double de Q. Supposons qu’il existe par a, une 
droite B de P sevante a Q. Par (l), cette droite ne peut ktre contenue dans la 
variete lineaire S. Considerons done la variete lineaire S’ enegendree par A, 
B et une s&ante a K passant par le point A r7 K. Si l’ensemble S’ n Q 
comprend une section complement d’un arc maximal, alors, par (l), B ne 
peut etre &ante. 11 faut done que S’ n Q ne contienne pas de section 
complement d’un arc maximal. Or, nous supposons que Q ne contient pas 
d’ensemble plan de type (iii). Par consequent (voir [6, Theoreme 3]), S’ n Q 
est une quadrique hermitienne. Done n = &+ 1, ce qui contredit la valeur 
(2) de n, d&s que q # 4. 11 reste i prouver que l’ensemble des points doubles 
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de Q constitue une vari&,tC lineaire de dimension d - 3 complementaire au 
plan de K. Ceci decoule de [6, Sect. 31 et du fait que, pour toute variete 
lineaire S de dimension 3 par K, l’ensemble S n Q comprend un point 
double de Q. 
4. LECAS7Z#2h-1+1 
Si n # Zh-’ + 1, alors le Theorime 1 permet de classer tous les ensembles 
Q contenant une section de type (iv). En effet, les relations (1) et (2) ne sont 
satisfaites simultanement, pour un n donne, que si n = 2h-1 + 1. Des lors, si 
n # 2h-1 + 1, il ne peut exister a la fois des ensembles de type (iii) et (iv) et 
done, si Q contient un ensemble de type (iv), il n’en contient pas de type (iii). 
Le Theoreme 1 devient done 
THBOR~ME 2. Soit Q un ensemble de classe (0, 1, n,q + 1) duns 
P = PG(d, q) avec d > 3 et 3 < n <q - 1, renconk par un plan suivant le 
complt!ment K d’un arc maximal. Si n # 2h-’ + 1, alors Q est dt?gMrk et Q 
est la &union des droites joignant les points de K aux points dune vari&! 
linkaire de dimension d - 3 gauche au plan de K. 
Lorsque Q est de classe (1, n, q + l), ce rtsultat est obtenu par M. Tallini- 
Scafati [7]. Elle omet toutefois d’y mentionner la restriction n # 2h-1, qu’elle 
utilise implicitement dans la demonstration. 
5. LE cAS n = 2h-1 $1 
Si n = 2h-’ + 1, c’est-a-dire si n = q/2 + 1, il peut exister des ensembles Q 
contenant a la fois des ensembles de type (iii) et (iv). De tels ensembles Q 
sont construits par Hirschfeld et Thas. La famille d’exemples qu’ils dkrivent 
[ 1 ] sont en fait de classe (1, n, q + 1) et ils ont pu montrer [2] que ce sont la 
les seuls ensembles de classe (1, n, q + l), avec n = q/2 t 1. La classification 
plus gtnerale des ensembles de classe (0, 1, n, q + l), avec n = q/2 t 1, 
demeure un probleme ouvert. 
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